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Exercice 1. Nombre de variables

Soit ¢ une formule logique. Soit n le nombre de connecteurs
logiques (V et A) dans .

Exprimer le nombre de terminaux (variables, T ou F) de ¢, en
fonction de n.

Exercice 2. Tautologie et équivalence
Soient 1, @2, s des formules. Montrer que les formules suiv-
antes sont des tautologies :

L g1 — (p2 — 1)
2. (p1 —> p2) V (2 — ¢3)
3. (7mp1) — o1

Pour chacune des équivalences suivantes, la prouver ou trouver
un contre-exemple :

4. (o1 — @2) —> @3 +— @1 — (P2 —> ©3)

5. (01 A p2) — 3 — o1 — (P2 — ¥3)

Exercice 3. Enigme gastronomique
Trois personnes (nommée A, B, C') mangent ensemble. On sait
que :

e si A prend un dessert, B aussi
e soit B, soit C' prennent un dessert, mais pas les deux
e A ou C prend un dessert
e si C prend un dessert, A aussi
Déterminer qui prend un dessert, en utilisant une table de

vérité.

Exercice 4. Calcul booléen
Donner des formules équivalentes les plus simples possibles pour
les formules suivantes (en utilisant le moins de littéraux possi-
ble) :

1. o1 =c(b+c)+ (a+d)(ad+c)

2. pg=ab+c+bc+ac

3. w3 =-(aAb)A(aV-b)A(aVD)
Exercice 5. Systéme complet logique

On définit les opérateurs NAND, NOR, XOR par leurs tables
de vérité :

x|yl x NANDy|x NORy |z XORy
010 1 1 0
011 1 0 1
110 1 0 1
111 0 0 0

On dit qu'un ensemble S d’opérateurs logiques est complet si
toute formule logique est équivalente a une formule qui n’utilise
que des opérateurs dans S.

1. Exprimer NAND, NOR, XOR, a l'aide de Vv, A, —.
2. Montrer que {A, =} est complet.

3. Montrer que {NAND} est complet. (c’est pour cette rai-
son que le NAND est trés utilisé en électronique)

4. Montrer que { NOR} est complet.

5. Montrer que { XOR} n’est pas complet.

Exercice 6. Forme normale conjonctive/disjonctive

On rappelle qu’une forme normale conjonctive (FNC) est une
conjonction (A) de disjonctions (V) de littéraux (chaque littéral
étant une variable ou sa négation). Par exemple, (a V b) A (bV
¢V d) A cest une FNC.

On rappelle qu’une forme normale disjonctive (FND) est une
disjonction (V) de conjonctions (A) de littéraux (chaque littéral
étant une variable ou sa négation).

1. Montrer par induction/récurrence que toute formule
logique (construite avec A, V, =) est équivalente & une FNC
ainsi qu’a une FND.

2. Donner une FNC et une FND équivalente & —(z — (—y A
2))V(z—y).

3. Ecrire une fonction fnc : 'a formula -> 'a formula

mettant une forme en FNC.

Exercice 7. Extrait Mines-Pont 2010

On appelle variable booléenne une variable qui ne peut pren-
dre que les valeurs 0 (synonyme de faux) ou 1 (synonyme de
vrai). Si x est une variable booléenne, on note T le complé-
menté (ou négation) de x : x vaut 1 si z vaut 0 et x vaut 0 si
z vaut 1.

On appelle littéral une variable booléenne ou son complé-
menté.

On représente la disjonction (« ou » logique ) par le symbole
V et la conjonction (« et » logique) par le symbole A.

On appelle clause une disjonction de littéraux. De plus, il ne
doit pas y avoir deux fois la méme variable dans une clause.
On appelle formule logique sous forme normale conjonc-
tive une conjonction de clauses.

On appelle valuation des variables d’une formule logique
une application de ’ensemble de ces variables dans 1’ensem-
ble {0,1}. Une clause vaut 1 si au moins un de ses littéraux
vaut 1 et 0 sinon. Une clause est dite satisfaite par une val-
uation des variables si elle vaut 1 pour cette valuation. Une
formule logique sous forme normale conjonctive vaut 1 si toutes
ses clauses valent 1 et 0 sinon. Une formule logique est dite
satisfaite par une valuation des variables si elle vaut 1 pour
cette valuation. Une formule logique est dite satisfiable s’il
existe une valuation de ses variables qui la satisfait.

Etant donnée une formule logique f sous forme normale con-
jonctive, on note dans ce probléme max(f) le nombre max-
imum de clauses de f pouvant étre satisfaites par une méme
valuation.

En notant m le nombre de clauses de f, on remarque que f est
satisfiable si et seulement si max(f) = m.



On considére la formule f; (sous forme normale conjonctive)
dépendant des variables x,y, z :

fi=@VyV2)A@VIVEIATVYAETVEIA(zVYV 2)

1. Indiquer si f; est satisfiable ou non et, si elle est satisfiable,
donner ’ensemble des solutions de f;.

Une instance de 3-SAT est une formule logique sous forme
normale conjonctive dont toutes les clauses contiennent 3 lit-
téraux.

2. Déterminer une instance fo de 3-SAT non satisfiable et pos-
sédant exactement 8 clauses; indiquer max( f2) en justifiant
la réponse.

On considére une instance f de 3-SAT définie sur n variables.
On note V' lensemble des 2" valuations des variables de f.
Soit wal une valuation des n variables. Si C' est une clause, on
note ¢(C,val) la valeur de C pour la valuation val et on note
¥(f,val) le nombre de clauses de f qui valent 1 pour la valua-
tion val.

On a : ¢Y(f,val) = Z ©(C,val) et max(f) =
C clause de f
max ¢(f, val).

3. Soit C' une clause de f. Donner une expression simple de
Z ©(C,val), en fonction de n.
valeV

4. Soit m le nombre de clauses dont f est la conjonction.
En considérant la somme Z Z ©(C,val), don-

C clause de f wvaleV
ner en fonction de m un minorant de max(f).

5. Donner le nombre minimum de clauses d’une instance de

3-SAT non satisfiable.

Exercice 8. Réduction de 3-SAT a d’autres problémes
Le probleme 3-SAT consiste a déterminer si une formule en
forme normale conjonctive dont chaque clause contient 3 lit-
téraux est satisfiable.

Une des questions les plus importantes en informatique est de
savoir s’il est possible de résoudre 3-SAT en temps polynomial
(en la taille de la formule). On pense que c’est impossible (c’est
la fameuse conjecture P # NP).

1. On consideére le probleme CLIQUE : étant donné un graphe
G et un entier k, existe t-il un sous-graphe complet (une
clique) & k sommets dans G
Montrer que si on peut résoudre CLIQUE en temps poly-
nomial alors on peut résoudre 3-SAT en temps polynomial.




